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Sazˇetak
Tijekom studija i u srednjoj sˇkoli Dopplerov efekt se obraduje i matematicˇki
opisuje za specificˇan slucˇaj kad se izvor zvuka i opazˇacˇ gibaju konstantnim
relativnim brzinama. U ovom diplomskom radu c´e se pokusˇati opisati slucˇaj
kad ta brzina nije konstantna, vec´ se mijenja u vremenu. Konkretnije; razmo-
trit c´e se slucˇaj kad izvor zvuka jednoliko ubrzava, a opazˇacˇ miruje. U skladu
s tim pokusˇat c´e se teorijski predvidjeti kako se frekvencija koju registrira
opazˇacˇ mijenja za vrijeme ubrzavanja izvora zvuka, a zatim isto i eksperi-
mentalno provjeriti te usporediti teorijsko predvidanje s dobivenim eksperi-
mentalnim podacima. Pri eksperimentalnoj realizaciji je za uzrok jednoliko
ubrzanog gibanja odabrana iskljucˇivo jedna sila, naime, gravitacijska sila.
Buduc´i da neke sile poput otpora zraka i sl. nisu mogle biti eksperimentalno
eliminirane, akceleracija izvora zvuka nije mogla biti jednaka akceleraciji slo-
bodnog pada, odnosno 9, 81 m/s2, vec´ je neizbjezˇno morala biti nesˇto manja.
Iz tog razloga se uz analizu zvuka provodila i analiza videozapisa akcele-
rirajuc´eg izvora zvuka, a iz koje je potom odredena najvjerojatnija stvarna
akceleracija izvora zvuka. Konacˇno, u ovom c´e se radu usporediti dobivene
akceleracije izvora zvuka kao rezultati analiza videozapisa te zvucˇnog zapisa
s pretpostavkom vec´e tocˇnosti rezultata dobivenog analizom videozapisa te
ocijeniti kakvoc´a analize Dopplerovog efekta za odredivanje akceleracije jed-
noliko ubrzanog tijela.
The Doppler effect in an accelerated system and
determining the acceleration of a sound source
Abstract
In secondary school and college physics courses the Doppler effect is studied
and calculated in a specific case in which a sound source and observer are
moving at a constant relative velocity. This thesis will try to describe the case
in which the velocity is not constant but changes with time. More precisely,
it will analyze the case of a uniformly accelerated sound source and a stati-
onary observer. In accordance with that, the thesis will try to theoretically
predict the changes in frequency measured by the observer during the ac-
celeration of the sound source. This prediction will then be experimentally
verified and the obtained data will be compared to the theoretical prediction.
There is only one cause of uniformly accelerated motion of the sound source
in our experimental setup: gravity. Considering the fact that air resistance
and other disturbances could not be experimentally eliminated, inevitably
the sound source acceleration had to be below the free fall acceleration of
9, 81 m/s2. For that reason, the video material with the falling sound source
was examined alongside sound analysis to determine the most likely actual
acceleration. Finally, this paper will compare the sound source accelerations
obtained by both sound and video analyses, which accounts for greater ac-
curacy of results, and evaluate the quality of the Doppler effect analysis for
determining the acceleration of a uniformly accelerated body.
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1 Uvod
U fizici Dopplerov efekt oznacˇava pojavu pri kojoj dolazi do promjene frekvencije
koju registrira opazˇacˇ u odnosu na frekvenciju koju proizvodi izvor valova, a uslijed
relativnog gibanja izvora u odnosu na opazˇacˇa. Sam efekt dobio je ime po austrij-
skom znanstveniku Christianu Doppleru koji ga je opisao u svom radu O obojenoj
svjetlosti dvostrukih zvijezda i nekih drugih zvijezda na nebu (U¨ber das farbige Licht der
Doppelsterne und einiger anderer Gestirne des Himmels) iz 1842. Doppler u svom radu
razmatra slucˇaj kad se tijelo koje emitira valove relativno giba u odnosu na opazˇacˇa
koji ih registrira. Njegov zakljucˇak je da c´e opazˇacˇ opazˇati valove manje valne duljine
u slucˇaju da se izvor giba prema njemu dok c´e vec´e valne duljine opazˇati ako se izvor
udaljava od njega. Isto c´e se dogadati i u obratnom slucˇaju kad izvor miruje, a opazˇacˇ
se giba. Kad se opazˇacˇ giba prema izvoru on opazˇa valove manje valne duljine, a kad
se od izvora udaljava on opazˇa vec´e valne duljine. Tome je tako jer je bitna samo
relativna brzina izvora i opazˇacˇa. Dakako, uz pretpostavku mirujuc´eg medija.
U pokusˇaju da dokazˇe nepostojanje Dopplerovog efekta nizozemski meteorolog
Christoph Buys-Ballot ga je 1845. pokazao u slucˇaju zvucˇnih valova. Na dionici no-
vootvorene pruge izmedu Utrechta i Maarssena zasvirale su dvije skupine trubacˇa
dirigirane od strane nizozemskog meteorologa. Sa zadatkom da sviraju ton es jedna
se skupina nalazila na tlu, dok se druga nalazila na otvorenom vagonu. Dok je vagon
mirovao sviracˇi su, svirajuc´i isti ton, bili ugodeni. No, kad se vlak pocˇeo gibati sviracˇi
su pocˇeli primjec´ivati kako se visina tona onih drugih sviracˇa povisila i to tim viˇse
sˇto bi se brzina vagona viˇse povec´ala. Medutim, kad bi se vagon pocˇeo udaljavati od
sviracˇa na tlu ton bi se snizio [6]. Ustvari je tada bila opazˇena pojava svima nama
poznata iz svakodnevnog zˇivota, a koju opazˇamo pri prolasku, primjerice, policijskog
vozila s upaljenom sirenom. Ta promjena visine tona posljedica je promjene valne
duljine, odnosno frekvencije zvucˇnih valova, a koju opisuje Dopplerov efekt.
Naravno, kao sˇto se ovaj efekt pojavljuje u slucˇaju zvucˇnih valova tako je on pri-
sutan i kod valova drugih vrsta, primjerice elektromagnetskih valova odnosno svje-
tlosti. Imajuc´i na umu upravo Dopplerov efekt te promatrajuc´i svjetlost koja dolazi s
udaljenih zvijezda veliki i najznacˇajniji astronom dvadesetog stoljec´a Edwin Hubble
podastrio je pred znanstvenu zajednicu rezultate svojih astronomskih opazˇanja koji
upuc´uju na sˇirenje Svemira i zapravo su prvi dokaz teorije Velikog praska [6]. Iz
ovog primjera je vidljivo da je Dopplerov efekt izuzetno znacˇajan i opc´enito bitan u
fizici pa se tako osim u astronomiji koristi i u medicinskoj fizici, primjerice pri ultra-
zvucˇnoj dijagnostici srca i krvnih zˇila, a kao zanimljivost neka bude spomenuto da se
Dopplerovim efektom koriste sˇiˇsmiˇsi pri orijentaciji u letu [5].
Dopplerov efekt se mozˇe i matematicˇki opisati, a to je vec´ ucˇinio i sam Doppler
1842. On je izveo formulu koja opisuje frekvenciju koju registrira opazˇacˇ ako postoji
relativno gibanje izvora zvuka i opazˇacˇa. Prva situacija pri kojoj se efekt uocˇava je kad
opazˇacˇ miruje, a izvor zvuka se giba stalnom brzinom po spojnici izvor-opazˇacˇ. Izvor
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zvuka mozˇe se priblizˇavati opazˇacˇu kad opazˇacˇ opazˇava poviˇsenu frekvenciju ili uda-
ljavati od opazˇacˇa te u tom slucˇaju opazˇacˇ opazˇava snizˇenu frekvenciju. Jednostavan
je izvod formule koja opisuje frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ. Uzmimo slucˇaj kad se
izvor priblizˇava opazˇacˇu nekom konstantnom brzinom vi. Duljina izmedu uzastopno
emitiranih valnih fronti, odnosno valna duljina na onoj strani od izvora prema kojoj
izvor putuje bit c´e krac´a za put sˇto ga izvor prijede u jednom titrajnom periodu koji
je jednak
1
fi
, pri cˇemu je fi frekvencija zvuka koji izvor proizvodi. Dakle, smanjena
valna duljina koja dolazi do opazˇacˇa biti c´e λ0− vi
fi
, pri cˇemu razlomak predstavlja put
koji izvor prijede za vrijeme jednog titrajnog perioda. Iz formule za brzinu zvucˇnog
vala vz = fλ dobivamo da je frekvencija koju opazˇa opazˇacˇ jednaka omjeru brzine
vala u sredstvu i valne duljine dolazec´eg vala, odnosno fp =
vz
λ
, pri cˇemu fp, kao
sˇto c´e biti i ubuduc´e u ovom radu, oznacˇava frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ (indeks
’p’ dolazi od rijecˇi ’prijamnik’). Iz iste formule mozˇemo izraziti valnu duljinu vala
mirujuc´eg izvora dobivsˇi λ0 =
vz
fi
kojom spomenuta smanjena valna duljina postaje
vz
fi
− vi
fi
. Izlucˇimo li iz potonjeg izraza fi te uvrstimo cijeli izraz kao smanjenu valnu
duljinu u formulu za frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ dobit c´emo fp =
vz
1
fi
(vz − vi) ,
odnosno
fp =
vz
vz − vifi. (1.1)
Analognim bi se postupkom za slucˇaj udaljavanja izvora zvuka od opazˇacˇa dobio
izraz
fp =
vz
vz + vi
fi (1.2)
za frekvenciju koju opazˇacˇ opazˇa. Stopivsˇi posljednje dvije jednadzˇbe u jednu dobije
se opc´enitiji izraz
fp =
vz
vz ∓ vifi (1.3)
u kojem predznak − vrijedi za slucˇaj kad se izvor priblizˇava opazˇacˇu, a predznak +
za slucˇaj kad se izvor udaljava od opazˇacˇa.
Takoder je jednostavan izvod za situaciju kad izvor miruje, a opazˇacˇ se giba ne-
kom konstantnom brzinom vp. Tad se uz to sˇto se zvucˇni val sˇiri sredstvom josˇ i
opazˇacˇ giba u odnosu na sredstvo. Relativna brzina zvucˇnog vala i opazˇacˇa biti c´e
vektorska razlika njihovih brzina, a njen iznos c´e biti vz + vp ako su im smjerovi
brzina suprotni, odnosno |vz − vp| ako su im smjerovi jednaki. Drugim rijecˇima, re-
lativna brzina je vz ± vp gdje predznak + vrijedi kad se opazˇacˇ priblizˇava izvoru, a
− kad se udaljava. Frekvencija koju opazˇacˇ opazˇa c´e biti omjer brzine kojom val
dolazi do opazˇacˇa i valne duljine vala, fp =
vz ± vp
λ
. Valna duljina vala je jednaka
omjeru brzine kojom se on sˇiri u sredstvu i frekvencije svog izvora λ =
vz
fi
. Uvrstimo
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li posljednji izraz u pretposljednji dobivamo fp =
vz ± vp
vz
fi
, odnosno
fp =
vz ± vp
vz
fi, (1.4)
pri cˇemu predznak + vrijedi kad se opazˇacˇ priblizˇava izvoru, a − kad se udaljava.
Uzevsˇi u obzir 1.3 i 1.4, slijedi:
fp =
vz ± vp
vz ∓ vi fi, (1.5)
pri cˇemu gornji predznaci vrijede u slucˇaju priblizˇavanja, a donji u slucˇaju udalja-
vanja. Ova formula vrijedi za slucˇaj kad se gibaju i izvor zvuka i opazˇacˇ, a zove se
Dopplerova formula.
Spomenimo da za vrlo opc´enit slucˇaj kad vektori brzina izvora i opazˇacˇa viˇse nisu
kolinearni vrijedi najopc´enitiji oblik Dopplerove formule
fp =
vz − ~r0 · ~vp
vz − ~r0 · ~vi , (1.6)
pri cˇemu je ~r0 jedinicˇni vektor usmjeren od izvora zvuka prema opazˇacˇu.
Primjetimo da svi opisani slucˇajevi vrijede iskljucˇivo za situacije kad su brzine
izvora i opazˇacˇa konstantne u vremenu, odnosno kad ni izvor zvuka ni opazˇacˇ nemaju
akceleraciju. Za slucˇaj kad brzina viˇse nije konstantna, vec´ se mijenja u vremenu
vrijedit c´e potpuno izmjenjene formule, a one c´e se nadalje teorijski izvesti te zatim
eksperimentalno provjeriti u ovom diplomskom radu.
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2 Teorijska razrada Dopplerovog efekta u ubrzanom
sustavu
U ovom c´e se poglavlju teorijski razmotriti slucˇajevi u kojima ili izvor zvuka ili pri-
jamnik (opazˇacˇ) ima konstantnu akceleraciju, odnosno krec´e se jednoliko ubrzano.
Buduc´i da je slucˇaj mirnog prijamnika (opazˇacˇa) i akceleriranog izvora zvuka zanim-
ljiviji (ali i opsezˇniji) za teorijsku razradu, kao i rezultat koji njome proizlazi, tom je
slucˇaju pridodana vec´a pazˇnja te prepusˇten vec´i sadrzˇajni prostor u odnosu na druge
slucˇajeve. Isto tako, eksperiment koji je proveden i cˇiji podaci su analizirani spada u
slucˇaj akcelerirajuc´eg izvora zvuka i mirnog prijamnika pa je to josˇ jedan razlog pri-
davanja vec´e pazˇnje tom slucˇaju. Takoder c´e teorijska predvidanja, iz istog razloga,
biti usmjerena iskljucˇivo prema navedenom specificˇnom slucˇaju.
2.1 Slucˇaj akcelerirajuc´eg izvora zvuka i mirujuc´eg prijamnika
Izvor zvuka se priblizˇava prijamniku
Zamislimo izvor zvucˇnih valova koji krec´e iz mirovanja te ima akceleraciju a.
Neka taj izvor proizvodi zvuk u vremenu konstantne frekvencije fi i takav da se mozˇe
opisati sinusoidom. Tad se periodicˇna pojava zbijanja i razrijedenja cˇestica zraka iz
izvora emitira nakon svakog vremenskog intervala duljine jednog perioda T pri cˇemu
vrijedi T =
1
fi
. Proizvedeni zvuk se dalje sˇiri kroz sredstvo brzinom vz. Buduc´i da
je brzina zvuka u sredstvu konstantna u vremenu, a brzina izvora se tokom vremena
povec´ava, razlika putova koje u jednom intervalu vremena T naprave jedna emiti-
rana valna fronta i sam izvor zvuka biti c´e sve manja i manja kako vrijeme prolazi,
odnosno kako izvor zvuka ima sve vec´u brzinu. Drugim rijecˇima, valna duljina emi-
tirajuc´eg zvucˇnog vala c´e se skrac´ivati u vremenu sˇto c´e za posljedicu imati da se na
prijamniku uocˇava zvuk u vremenu rastuc´e frekvencije. Nasˇ zadatak je pronac´i mate-
maticˇki izraz za frekvenciju zvuka detektiranog na prijamniku u ovisnosti o vremenu.
Najelementarnije, mozˇemo promatrati opisanu problematiku u nekoliko prvih tre-
nutaka od pocˇetka gibanja izvora pri cˇemu je emitirano tek nekoliko valnih duljina.
Situacije tih nekoliko prvih trenutaka, tocˇnije njih 11, prikazane su na slici 2.1. Na
slici je, dakle, prikazano 11 trenutaka medusobno razmaknutih za jedan period T .
Takoder se mozˇe prepoznati kruzˇic´ koji predstavlja izvor te vec´i broj vertikalnih linija
koje predstavljaju valne fronte. Situacija u vremenu t = 0 prikazana je na dnu slike
dok je situacija u vremenu t = 10T prikazana na vrhu slike, a sve situacije izmedu tih
dviju prikazane su na slici kronolosˇkim redom prema gore. Kao sˇto je vec´ recˇeno, ali
kao sˇto se i vidi na slici 2.1, svaka slijedec´a stvorena valna duljina je krac´a od cˇaskom
ranije stvorene valne duljine. Iznos, odnosno duzˇinu tek stvorene valne duljine u
nekom trenutku izracˇunat c´emo kao razliku putova sˇto su ih do tada prevalili zadnje
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Slika 2.1: Izvor zvuka i emitirane valne fronte.
stvorena valna fronta i izvor zvuka. Za trenutak stvaranja c´emo dogovorno odabrati
cˇas kad je u cijelosti zavrsˇeno stvaranje valne duljine, a zapocˇinje stvaranje iduc´e. Za
prvu valnu duljinu sa slike 2.1 bi taj trenutak bio t = T . Promatrajuc´i sliku 2.1 mozˇe
se zakljucˇiti da je prva stvorena valna duljina duzˇine cˇiji je iznos jednak razlici puta
koji je do trenutka t = T presˇla valna fronta emitirana u trenutku t = 0 i puta koji je u
tom vremenskom intervalu presˇao izvor zvuka. Buduc´i da se valna fronta giba kons-
tantnom brzinom zvuka vz, a izvor zvuka jednoliko ubrzano, put koji je presˇla prva
valna fronta iznosit c´e x1 = vzT , a put koji je presˇao izvor zvuka iznosit c´e xi =
aT 2
2
.
Prema tome, razlika tih putova, a koja je jednaka duzˇini prve stvorene valne duljine,
iznosit c´e ∆x1,i = λ1 = vzT − aT
2
2
. Za drugu stvorenu valnu duljinu razmatrat c´emo
putove koje su do trenutka njena nastanka t = 2T prevalili druga stvorena valna
fronta i izvor zvuka. Za drugu stvorenu valnu frontu mozˇemo smatrati da se ona
gibala zajedno s izvorom do trenutka t = T te potom jednoliko do trenutka t = 2T
brzinom vz kroz sredstvo. Prema tome c´e put koji je druga stvorena valna fronta pre-
valila iznositi x2 =
aT 2
2
+vzT , dok c´e put koji je do tog trenutka prevalio izvor iznositi
xi =
a(2T )2
2
. Jasno, razlika tih dvaju putova, odnosno duzˇina druge stvorene valne
duljine bit c´e jednaka ∆x2,i = λ2 =
aT 2
2
+ vzT − a(2T )
2
2
. Slicˇnim zakljucˇivanjem do-
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bilo bi se za duzˇinu trec´e stvorene valne duljine ∆x3,i = λ3 =
a(2T )2
2
+ vzT − a(3T )
2
2
.
Promotri li se vec´i broj valnih duljina koje se stvaraju jedna za drugom lako se uocˇava
stanovita pravilnost. Ona je, naime, vidljiva iz tablice 2.1. Iznos n-te stvorene valne
t λn
t = 0 ne postoji niti jedna valna duljina
t = T λ1 = vzT − aT
2
2
t = 2T λ2 =
aT 2
2
+ vzT − a(2T )
2
2
t = 3T λ3 =
a(2T )2
2
+ vzT − a(3T )
2
2
t = 4T λ4 =
a(3T )2
2
+ vzT − a(4T )
2
2
t = 5T λ5 =
a(4T )2
2
+ vzT − a(5T )
2
2
...
...
...
...
t = nT λn =
a[(n− 1)T ]2
2
+ vzT − a(nT )
2
2
Tablica 2.1: Duzˇina n-te stvorene valne duljine.
duljine koja je, dakle, stvorena u trenutku zavrsˇetka n-tog perioda zapravo je razlika
putova koje su prevalili n-ta valna duljina i izvor zvuka do trenutka t = nT . Taj iznos
jednak je λn =
a((n− 1)T )2
2
+ vzT − a(nT )
2
2
, pri cˇemu prva dva pribrojnika pred-
stavljaju put koji je do trenutka t = nT presˇla n-ta valna fronta dok zadnji pribrojnik
negativnog predznaka predstavlja put koji je do istog trenutka presˇao izvor zvuka.
Sad se taj izraz mozˇe raspisati i prikazati jednostavnije kao
λn = vzT +
aT 2
2
[(n− 1)2 − n2] = vzT + aT
2
2
(n2 − 2n+ 1− n2) = vzT + aT
2
2
(−2n+ 1)
λn = vzT − aT
2
2
(2n− 1). (2.1)
Jednadzˇba 2.1 daje duzˇinu n-te valne duljine te vrijedi u slucˇaju n ≥ 1.
Funkcija λn je diskretna funkcija zato sˇto je n ∈ N. Ako se broj n zˇeli prikazati
pomoc´u velicˇine t tad je to moguc´e preko izraza n =
⌊ t
T
⌋
. Diskretna funkcija λ(t)
tad ima oblik
λ(t) = vzT − aT
2
2
(2
⌊ t
T
⌋
− 1) (2.2)
te vrijedi za t ≥ T . Njeno ponasˇanje tijekom nekoliko perioda vidljivo je na slici
2.2.(a) te odgovara problematici prikazanoj na slici 2.1.
Buduc´i da zˇelimo dobiti kontinuiranu funkciju poput one prikazane na slici 2.2.(b)
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Slika 2.2: Diskretna (a) i kontinuirana (b) funkcija λ(t).
uzmimo da je n kontinuirana varijabla, odnosno n =
t
T
. Tad jednadzˇba 2.2 postaje
λ(t) = vtT − aT
2
2
(2
t
T
− 1), (2.3)
odnosno nakon sˇto se iz zagrade izlucˇi faktor
2
T
,
λ(t) = vtT − aT (t− T
2
). (2.4)
Jednadzˇba 2.4 predstavlja ovisnost valne duljine o vremenu koja vrijedi za t ≥ T te
koju opisuje pravac negativnog nagiba poput onog na slici 2.2.(b). Zakljucˇili bismo
da valna duljina zvuka u vremenu opada odnosno frekvencija zvuka u vremenu raste
sˇto je u skladu s ocˇekivanim. Pa ipak, preuranjeno bi bilo donijeti zakljucˇak da c´e na
prijamniku biti detektiran zvuk valne duljine λ(t) iz jednadzˇbe 2.4. Razlog tomu je
sˇto je emitiranom zvuku potrebno neko odredeno vrijeme da doputuje do prijamnika,
a to se vrijeme razlikuje od fronte do fronte. Stoga slijedi pitanje koje se nuzˇno mora
postaviti, a ono je u vezi naravi varijable vremena t, naime, sˇto tocˇno predstavlja vri-
jeme t? Buduc´i da smo jednadzˇbu 2.4 izveli iz jednadzˇbe 2.1 koja govori o duzˇinama
upravo stvorenih valnih duljina, varijabla t iz jednadzˇbe 2.4 odnosi se na trenutak
emisije pojedine valne duljine koji smo dogovorno izabrali kao onaj trenutak kad se
ta valna duljina prvi put pojavila cjelovita. Da bi se stavio naglasak na tu znacˇajnost
dobro je zapisati jednadzˇbu 2.4 kao
λ(te) = vzT − aT (te − T
2
), (2.5)
pri cˇemu je te vrijeme emisije. Drugim rijecˇima, ova jednadzˇba opisuje duzˇinu onih
valnih duljina koje se nalaze neposredno do izvora zvuka. Buduc´i da je za nas od
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interesa duzˇina onih valnih duljina koje su na mjestu prijamnika, morat c´emo pronac´i
izraz za funkciju λ(td) pri cˇemu varijabla td predstavlja vrijeme detekcije zvuka. Vezu
varijabli te i td pronalazimo u relaciji
td = te + tz, (2.6)
pri cˇemu je tz vrijeme potrebno da zvuk doputuje od izvora do prijamnika. Ako se
prijamnik nalazi na pocˇetnoj udaljenosti h od izvora onda zvuk emitiran u trenutku
te mora prevaliti put od h − at
2
e
2
da bi dosˇao do prijamnika. Buduc´i da se zvuk
jednoliko sˇiri brzinom vz vrijeme za koje zvuk dolazi od izvora do prijamnika iznosit
c´e tz =
1
vz
(h− at
2
e
2
). Sad se mozˇe izraziti te kao
te = td − tz = td − 1
vz
(h− at
2
e
2
),
odnosno kao kvadratna jednadzˇba
at2e
2vz
− te + td − h
vz
= 0. (2.7)
Rijesˇivsˇi kvadratnu jednadzˇbu 2.7 za te dobivamo rjesˇenja:
te1,2 =
vz
a
± vz
a
√
1− 2a
vz
(td − h
vz
). (2.8)
Uvrstivsˇi izraz 2.8 u 2.5 dobit c´emo trazˇenu ovisnost λ(td)
λ1,2(td) = vzT − aT
(vz
a
± vz
a
√
1− 2a
vz
(td − h
vz
)− T
2
)
. (2.9)
Izlucˇimo li iz zagrade cˇlan
vz
a
dobit c´emo
λ1,2(td) = vzT − vzT
(
1±
√
1− 2a
vz
(td − h
vz
)− aT
2vz
)
, (2.10)
a izlucˇimo li vzT iz prva dva cˇlana, ali i
1
vz
iz zagrade pod korijenom, dobit c´emo
izraz
λ1,2(td) = vzT
[
1−
(
1±
√
1− 2a
v2z
(vztd − h)− aT
2vz
)]
(2.11)
koji zatim postaje
λ1,2(td) = vzT
(
∓
√
1− 2a
v2z
(vztd − h) + aT
2vz
)
. (2.12)
Sad moramo odabrati pozitivan predznak ispred korijena iz razloga sˇto valna duljina
mora imati pozitivnu vrijednost pa nakon sredivanja dobivamo
λ(td) = vzT
(√
1− 2a
v2z
(vztd − h) + aT
2vz
)
(2.13)
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za duzˇinu valne duljine na mjestu prijamnika u trenutku detekcije. Buduc´i da za
frekvenciju zvucˇnog vala vrijedi f(t) =
vz
λ(t)
mozˇemo napisati izraz za frekvenciju
zvuka na mjestu prijamnika u trenutku detekcije zvuka:
fp(td) = vz
[
vzT
(√
1− 2a
v2z
(vztd − h) + aT
2vz
)]−1
, (2.14)
odnosno ako uvazˇimo relaciju fi = (T )−1
fp(td) = fi
(√
1− 2a
v2z
(vztd − h) + aT
2vz
)−1
. (2.15)
Primijetimo da cˇlan
aT
2vz
=
a
2vzfi
, primjerice u slucˇaju akceleracije slobodnog pada
i frekvencije od 2000Hz, ima vrijednost oko
a
2vzfi
∼ 1
100000
pa se mozˇe zanemariti
jer je njegov doprinos zbrajanjem upravo niˇstavan. Sad konacˇan izraz za frekvenciju
zvuka na prijamniku u trenutku detekcije glasi
fp(td) = fi
(√
1− 2a
v2z
(vztd − h)
)−1
. (2.16)
Neka bude napomenuto da je zanemareni cˇlan
aT
2vz
posljedica dogovorno odabrane
definicije trenutka emisije kao onog trenutka kada je valna duljina u cijelosti stvo-
rena. U slucˇaju da se definicija tog trenutka odabere kao trenutak pocˇetka nastajanja
valne duljine cˇlan
aT
2vz
bi u konacˇnom izrazu za frekvenciju bio suprotnog predznaka.
Najzad, u slucˇaju odabira definicije trenutka emisije prema kojoj je to trenutak tocˇno
izmedu dva zadnje navedena, cˇlan
aT
2vz
iˇscˇezava.
Isti teorijski rezultat mogli smo dobiti krac´im i elegantnijim postupkom razma-
trajuc´i i pronalazec´i izraz za brzinu izvora zvuka oblikovan kao ovisnost o vremenu
detekcije zvuka. Zamislimo ponovno vec´ opisanu situaciju kad izvor zvuka stalne
frekvencije fi krec´e iz mirovanja imajuc´i stalnu akceleraciju a. Neka kao i do sad
vrijeme emisije zvuka bude te, vrijeme detekcije na prijamniku td, a vrijeme koje je
potrebno da zvuk doputuje do prijamnika nakon sˇto je emitiran tz. Tad vrijedi relacija
td = te + tz, (2.17)
jer mozˇemo smatrati da je zvuk jedan dio vremena putovao s izvorom zvuka te zatim
samostalno kroz sredstvo nakon trenutka emisije. Pocˇetna udaljenost izvora zvuka
i prijamnika h se ne mijenja u vremenu i ona je u svakom trenutku jednaka zbroju
putova koje je zvuk presˇao dok se gibao zajedno s izvorom i dok se gibao samostalno
kroz sredstvo. Prema tome vrijedi
h =
at2e
2
+ vztz. (2.18)
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Do trazˇene funkcije vi(td) koja predstavlja brzinu izvora u trenutku emisije, ali izrazˇe-
nu preko ovisnosti o vremenu detekcije doc´i c´emo razmatranjem brzine kao funkcije
vremena emisije za koju, buduc´i da izvor zvuka do tog trenutka jednoliko ubrzava,
vrijedi vi(te) = ate. Bit c´e potrebno pronac´i izraz koji povezuje vrijeme emisije te i
vrijeme detekcije td, a koji c´e se dobiti iz rjesˇavanja jednadzˇbi 2.17 i 2.18. Izrazivsˇi
tz iz jednadzˇbe 2.17 te uvrstivsˇi taj izraz u jednadzˇbu 2.18 dobiva se
h =
at2e
2
+ vz(td − te), (2.19)
odnosno kvadratna jednadzˇba
at2e
2
− vzte + vztd − h = 0. (2.20)
Rjesˇenja jednadzˇbe 2.20 su
te1,2 =
vz ±
√
v2z − 2a(vztd − h)
a
. (2.21)
Sad mozˇemo izraziti brzinu izvora u trenutku emisije preko ovisnosti o vremenu
detekcije kao
vi1,2(td) = a
vz ±
√
v2z − 2a(vztd − h)
a
, (2.22)
odnosno
vi1,2(td) = vz ±
√
v2z − 2a(vztd − h). (2.23)
Kad je izracˇunata brzina izvora ona se mozˇe uvrstiti u formulu Dopplerovog efekta
1.1 za racˇunanje frekvencije kad se izvor priblizˇava prijamniku (opazˇacˇu). To ucˇinivsˇi
dobivamo
fp1,2(td) =
vzfi
vz − vz ∓
√
v2z − 2a(vztd − h)
, (2.24)
odnosno
fp1,2(td) =
vzfi
∓√v2z − 2a(vztd − h) . (2.25)
Kako iznos frekvencije ne mozˇe biti negativan odabiremo pozitivan predznak te na-
kon sˇto iz korijena izlucˇimo vz i pokratimo ga s vz iz brojnika dobivamo konacˇni
izraz
fp1,2(td) =
fi√
1− 2a
v2z
(vztd − h)
(2.26)
koji je identicˇan ranije izvedenom izrazu 2.16.
Razmotrimo ogranicˇenja odnosno interval vrijednosti za koji funkcija 2.26 vrijedi
i ima fizikalnog smisla. Promatrajuc´i prvi stvoreni zvuk, odnosno onaj za koji vrijedi
te = 0, zakljucˇujemo da se relacija 2.17 mijenja u td = tz, a kako se izvor zvuka u
prvom trenutku nalazi na udaljenosti h od prijamnika vrijeme putovanja zvuka bit
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c´e tz =
h
vz
, odnosno vrijeme detekcije prvog stvorenog zvuka bit c´e td =
h
vz
. To je
ujedno najmanja vrijednost koja se mozˇe uzeti za td u jednadzˇbi 2.26 tj. ona vrijedi
za td ≥ h
vz
. Nadalje, ako izvor zvuka prevali udaljenost h te se pocˇne udaljavati
od prijamnika tad bi se frekvencija na prijamniku trebala u vremenu snizˇavati sˇto
iz jednadzˇbe 2.26 nije moguc´e dobiti. Drugim rijecˇima, jednadzˇba 2.26 ne vrijedi za
vremena nakon tog dogadaja. Kako se izvor giba jednoliko ubrzano iz relacije h =
at2d
2
dobivamo da c´e on prevaliti udaljenost h nakon td =
√
2h
a
. Dakle, jednadzˇba 2.26
vrijedi za vremena td ≤
√
2h
a
sˇto u kombinaciji sa prethodnim ogranicˇenjem daje
interval
h
vz
≤ td ≤
√
2h
a
. U slucˇaju velike akceleracije a ili dugog intervala vremena
moguc´e je da brzina izvora preraste brzinu zvuka u sredstvu. U kojem trenutku c´e to
biti mozˇe se izracˇunati iz jednadzˇbe 2.23 ako se brzina izvora izjednacˇi s vz. Racˇunom
dobivamo
td =
vz
2a
+
h
vz
(2.27)
za trenutak kad izvor dostigne brzinu zvuka, ali izrazˇen preko varijable td. Dakle, jed-
nadzˇba 2.26 ima josˇ jedno ogranicˇenje, a to je da vrijedi u vremenu prije izracˇunatog
trenutka, odnosno za td ≤ vz
2a
+
h
vz
. Ovisno je o velicˇinama a, h i vz koje c´e gornje
ogranicˇenje od dva pokazana ranije nastupiti. U slucˇaju eksperimenta provedenog u
sklopu ovog diplomskog rada to ogranicˇenje je td ≤
√
2h
a
.
Za kraj teorijskog opisa ovog slucˇaja preostaje funkciju 2.26 graficˇki prikazati te je
to i ucˇinjeno na slici 2.3 za neke odabrane vrijednosti a i vz. Kao najprirodniji odabir
za vrijednost akceleracije a je uzeta vrijednost akceleracije slobodnog pada odnosno
a = 9, 81 m/s2, dok je za vrijednost vz uzet iznos brzine zvuka u zraku pri temperaturi
od 11◦C, odnosno vz = 338 m/s. S graficˇkog prikaza funkcije 2.26 na slici 2.3 vidljivo
je da vrijednost funkcije vrlo brzo raste kako se brzina izvora priblizˇava brzini zvuka.
Konacˇno, za trenutak kada brzina izvora postane jednaka brzini zvuka funkcija ima
tocˇku singulariteta, odnosno nazivnik njenog razlomka postane jednak niˇstici. Za
sve dalje trenutke vrijednost pod korijenom je negativna pa funkcija nema realnih
rjesˇenja kao sˇto je i vidljivo sa slike 2.3.
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Slika 2.3: Iznos frekvencije na prijamniku, odnosno vrijednost funkcije 2.26 za prvih
20 s slobodnog pada izvora frekvencije 2000 Hz.
Izvor zvuka se udaljava od prijamnika
Da bi teorijska razrada slucˇaja akcelerirajuc´eg izvora zvuka i mirujuc´eg prijam-
nika bila u potpunosti provedena razmotrimo ukratko i situaciju kad se izvor zvuka
konstantne frekvencije udaljava od prijamnika jednoliko ubrzano krenuvsˇi iz stanja
mirovanja. Neka se izvor zvuka frekvencije fi nalazi na udaljenosti d0 od prijam-
nika te se iz mirovanja pocˇne gibati jednoliko ubrzano akleceracijom a. Tada c´e se
na prijamniku opazˇati u vremenu sve manja frekvencija kako se brzina izvora zvuka
u vremenu povec´ava. Ponovno c´e vrijediti relacija 2.17 samo c´e se sada, logicˇno,
velicˇina tz, koja opisuje vrijeme potrebno da zvuk prijede put od izvora zvuka do
prijamnika u trenutku emisije zvuka, rasti s povec´anjem vremena emisije. Drugim
rijecˇima, sˇto se zvuk kasnije emitira to c´e izvor zvuka biti udaljeniji od prijamnika i
emitirani c´e zvuk morati prevaliti vec´i put. Taj put iznosi d0 +
at2e
2
, odnosno vrijeme
da ga zvuk prevali gibajuc´i se konstantnom brzinom vz iznosi
tz =
1
vz
(d0 +
at2e
2
). (2.28)
Koristec´i se relacijom 2.17 dobivamo tz = td − te, sˇto mozˇemo uvrstiti u prethodni
izraz 2.28 i dobiti kvadratnu jednadzˇbu
at2e
2
+ vzte + do − vztd = 0 (2.29)
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s pripadajuc´im rjesˇenjima
te1,2 =
−vz ±
√
v2z − 2a(d0 − vztd)
a
, (2.30)
koja mozˇemo iskoristiti za brzinu izvora zvuka
vi = ate = −vz +
√
v2z − 2a(d0 − vztd), (2.31)
pri cˇemu smo ispred korijena odabrali pozitivan predznak znajuc´i da se brzina izvora
u vremenu mora povec´avati. Konacˇno mozˇemo dobiveni izraz za brzinu izvora u
trenutku emisije u ovisnosti o vremenu detekcije 2.31 uvrstiti u formulu za Dopplerov
efekt 1.2. Dobivamo:
fp(td) =
vz
vz − vz +
√
v2z − 2a(d0 − vztd)
fi
fp(td) =
vz√
v2z + 2a(vztd − d0)
fi
te naposljetku
fp(td) =
fi√
1 +
2a
v2z
(vztd − d0)
(2.32)
za izraz za frekvenciju na prijamniku u ovom opisanom slucˇaju. Vidljivo je da vrijed-
nost funkcije 2.32 opada u vremenu. Primijetimo da ova funckija nema ogranicˇenja
osim da vrijedi za td ≥ d0
vz
, sˇto je vrijeme potrebno da prvi proizvedeni zvuk stigne na
prijamnik.
2.2 Slucˇaj akcelerirajuc´eg prijamnika i mirujuc´eg izvora zvuka
Unatocˇ tomu sˇto je za ovaj diplomski rad od najvec´eg interesa vec´ razradeni slucˇaj
akcelerirajuc´eg izvora zvuka i mirujuc´eg prijamnika koji se s vremenom priblizˇavaju,
iz razloga sˇto se bitno razlikuju, zanimljivo je usporediti matematicˇki opis frekvencije
na prijamniku sa slucˇajem kad se prijamnik giba dok izvor zvuka miruje, a koji c´emo
u ovom potpoglavlju kratko izvesti. U ovom je slucˇaju stvar bitno jednostavnija zato
sˇto se razmatra brzina prijamnika u trenutku detekcije zvuka u ovisnosti o vremenu
detekcije zvuka za razliku od slucˇaja prosˇlog potpoglavlja kad se trazˇila i razmatrala
brzina izvora u trenutku emisije zvuka u ovisnosti o vremenu detekcije zvuka. To
se mozˇe objasniti na sljedec´i nacˇin. Naime, u ovom slucˇaju je uzrok Dopplerovog
efekta brzina prijamnika u odnosu na sredstvo te se taj efekt obistinjava pri doticaju
zvuka i prijamnika, odnosno na mjestu prijamnika i radi prijamnika. Iz toga proizlazi
zakljucˇak da je za razmatranje bitna brzina prijamnika u trenutku detekcije zvuka. S
druge strane, u slucˇaju predstavljenom u prethodnom potpoglavlju uzrok Dopplero-
vog efekta je brzina izvora zvuka u odnosu na sredstvo, ali se taj efekt obistinjavao
pri samoj emisiji zvuka te ostajao zapisan u sredstvu da bi kao poremec´aj u sredstvu
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putovao do prijamnika gdje je bio detektiran. Zbog toga se tad razmatrala brzina
izvora zvuka u trenutku emisije zvuka. Prema recˇenom, za slucˇaj ovog potpoglavlja
trazˇena brzina prijamnika u trenutku detekcije zvuka biti c´e
vp(td) = atd
sˇto se nadalje mozˇe uvrstiti u formulu 1.4 za Dopplerov efekt. Dobiva se
fp(td) =
vz ± atd
vz
fi (2.33)
te je to konacˇan opis frekvencije na prijamniku za slucˇaj akcelerirajuc´eg prijamnika
gdje pozitivan predznak + odabiremo za priblizˇavanje izvora i prijamnika u vremenu,
a negativan predznak − za njihovo udaljavanje. Jasno je da je funkcija 2.33 pravac
koeficijenta nagiba
afi
vz
koji je pozitivan ili negativan ovisno o situaciji te odsjecˇka na
ordinati fi.
2.3 Teorijska predvidanja
Nakon sˇto su u ovom poglavlju izvedene formule za Dopplerov efekt u ubrza-
nom sustavu mozˇemo razmotriti koju frekvenciju na prijamniku one predvidaju za
okvirnu situaciju eksperimenta koji je kasnije proveden za potrebe ovog diplomskog
rada. Eksperiment je osmiˇsljen tako da se izvor zvuka ubrzava gravitacijskom si-
lom te priblizˇava mirnom prijamniku koji tad biljezˇi frekvenciju. Drugim rijecˇima,
zamiˇsljeni eksperiment propituje jednadzˇbu 2.26. Zbog potreba analize spomenuta
fukcija 2.26 mozˇe se razviti u Taylorov red:
f(t) =
∞∑
n=0
f (n)(t0)
n!
(t− t0)n. (2.34)
Za vrijednost oko koje razvijamo fukciju 2.26, odnosno za vrijednost varijable t0 bez
ustezanja mozˇemo odabrati t0 = 0 zato sˇto nezavisna varijabla t u funkciji 2.26 pri
realnoj provedbi eksperimenta nec´e poprimati velike vrijednosti. Razlog tomu je
sˇto c´e izvor zvuka koji slobodno pada prevaliti visinu h s koje je ispusˇten za kratko
vrijeme, primjerice, za oko jednu sekundu u slucˇaju da je ispusˇten s visine h = 5 m.
Stoga, izracˇunajmo nekoliko prvih cˇlanova pri razvoju funkcije 2.26 u Taylorov red
oko nule. Najprije je potrebno izracˇunati derivacije funkcije 2.26 prema pravilima
deriviranja slozˇene funkcije te potom za njihov argument uvrstiti t0. Racˇunamo:
f ′p(t) = fi
(
−1
2
)(
1− 2a
v2z
(
vztd − h
))− 3
2
(
−2a
vz
)
f ′p(t) = fi
a
vz
(
1− 2a
v2z
(
vztd − h
))− 3
2
, (2.35)
f ′′p (t) = fi
a
vz
(
−3
2
)(
1− 2a
v2z
(
vztd − h
))− 5
2
(
−2a
vz
)
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f ′′p (t) = fi
3a2
v2z
(
1− 2a
v2z
(
vztd − h
))− 5
2
, (2.36)
odnosno
f ′p(t0) = fi
a
vz
(
1 +
2a
v2z
h
)− 3
2
, (2.37)
f ′′p (t0) = fi
3a2
v2z
(
1 +
2a
v2z
h
)− 5
2
. (2.38)
Ako uzmemo u obzir da je razlomak u zagradi puno manji od jedan tj.
2a
v2z
h ∼ 1
10000
,
a sˇto je istina za slucˇaj slobodnog pada izvora zvuka s visine od 5 m, onda doprinos
tog razlomka mozˇemo u potpunosti zanemariti te time dobivamo bitno jednostavnije
izraze
f ′p(t0) ' fi
a
vz
(2.39)
i
f ′′p (t0) ' fi
3a2
v2z
. (2.40)
Prema formuli za Taylorov razvoj funkcije u red 2.34 jednadzˇba 2.26 postaje
fp(td) ' fi + fi a
vz
td + fi
3a2
2v2z
t2d + . . . = fi
(
1 +
a
vz
td +
3a2
2v2z
t2d + . . .
)
(2.41)
sˇto se mozˇe aproksimirati sa samo prva dva cˇlana pribrojnika buduc´i da, kao sˇto je vec´
recˇeno, varijabla td tokom eksperimenta nec´e poprimati velike vrijednosti pa c´e pogo-
tovo t2d imati malu vrijednosti, a i vrijedi
3a2
2v2z
∼ 1
1000
. Time dobivamo konacˇan aprok-
simativan oblik jednadzˇbe 2.26 uskladen s karakterom eksperimenta provodenim za
potrebe ovog diplomskog rada:
fp(td) ≈ fi + fi a
vz
td. (2.42)
Ova ovisnost frekvencije na prijamniku o vremenu je linearna, odnosno funkcija 2.42
je pravac koeficijenta nagiba fi
a
vz
te odsjecˇka na ordinati fi. Pri eksperimentalnoj
obradi podataka bi se, dakle, pretpostavilo da izmjerene vrijednosti frekvencije na
prijamniku prikazane u ovisnosti o vremenu slijede linearnu ovisnost, odnosno lezˇe
na pravcu.
Zanimljivo je primijetiti da se aproksimativni oblik jedne druge formule za frek-
venciju na prijamniku, koja se dobije ako se ne razlikuju vremena detekcije i emisije
zvuka, odnosno ako se za brzinu izvora zvuka uzima brzina koju je izvor imao u
vrijeme detekcije zvuka, ne razlikuje od jednadzˇbe 2.42. Naime, ta se druga for-
mula brzo izvede prostim uvrsˇtavanjem brzine koju je izvor zvuka imao u trenutku
detekcije u jednadzˇbu 1.1. Time se dobije izraz
fp(td) =
vz
vz − atdfi (2.43)
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koji u aproksimativnom obliku postaje
fp(td) ≈ fi + fi a
vz
td, (2.44)
sˇto je identicˇno izrazu 2.42.
Zgodna je graficˇka usporedba jednadzˇbi 2.26 i 2.43 za odabrane parametre koji
su okvirno uskladeni s karakteristikama eksperimenta padajuc´eg izvora zvuka. Na
slici 2.4 prikazane su funkcije 2.26 kao slika 2.4.(a) i 2.43 kao slika 2.4.(b) dok je
na slici 2.4.(c) prikazana njihova razlika u hercima, a na slici 2.4.(d) njihova razlika
u postocima. Vidljivo je da je razlika dviju funkcija, naime 2.26 i 2.43, zanemariva
te se unutar prve sekunde doticˇne dvije funkcije razlikuju za najviˇse 0, 035 %. Da je
vremenski interval vec´i bila bi vec´a i razlika izmedu vrijednosti funkcija pa neka bude
navedeno da se vrijednosti dviju funkcija u petnaestoj sekundi razlikuju za 100 %.
Na slici 2.4 dvije funkcije opisuju slucˇaj kad frekvencija akcelerirajuc´eg izvora zvuka
Slika 2.4: Vrijednost funkcija 2.26 (a) i 2.43 (b) za interval od jedne sekunde i izvor
stalne frekvencije f = 2000Hz. (c) prikazuje njihovu razliku u hercima, dok (d)
pokazuje razliku u postocima.
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iznosi fi = 2000 Hz. Vidljivo je da obje funkcije licˇe na pravac, odnosno da obje
ovisnosti nalikuju linearnoj ovisnosti frekvencije na prijamniku o vremenu. Uosta-
lom, da je pri aproksimativnom obliku tome tako i pokazano je u 2.42. Preostaje
odrediti koeficijent pravca iz jednadzˇbe 2.42. On se mozˇe jednostavno izracˇunati ako
za frekvenciju izvora, primjerice, odaberemo 2000 Hz, za a akceleraciju slobodnog
pada te za brzinu zvuka vrijednost 340 m/s. Za ove parametre koji okvirno opisuju
i uvjete eksperimenta koji c´e se provesti koeficijent nagiba pravca ispada k = 57, 7
Hz/s. Buduc´i da se doticˇni koeficijent mozˇe dobiti iz analize eksperimentalnih po-
dataka iz dobivenog koeficijenta se potom mozˇe izracˇunati akceleracija izvora zvuka
kao a =
kvz
fi
. Izracˇunata akceleracija bi na taj nacˇin bila dobivena iz analize Dopple-
rovog efekta sˇto je i prioritetni zadatak ovog diplomskog rada te bi se mogla uspo-
rediti s najvjerojatnijom vrijednosti akceleracije izvora zvuka tokom eksperimenta, a
koja c´e biti dobivena analizom videozapisa. U sljedec´im je poglavljima, stoga, opisan
eksperimentalni postav te proveden i analiziran eksperiment cˇija je svrha odrediti
akceleraciju izvora zvuka sˇto c´e se i ostvariti obradom eksperimentalnih podataka
sadrzˇanih u zvucˇnom zapisu koji, zapravo, predstavlja zapis Dopplerovog efekta u
ubrzanom sustavu.
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3 Eksperimentalni postav
U ovom c´e poglavlju biti opisani svi elementi eksperimentalnog postava koji su
pridonijeli sˇto kvalitetnijem i preciznijem mjerenju pri izvodenju vec´ spomenutog eks-
perimenta. Takoder c´e biti objasˇnjena i svrha svakog pojedinog elementa. Koriˇsteni
elementi su:
1. uredaji i racˇunalna oprema
• prijenosno racˇunalo
• zvucˇnik
• mikrofon
• audio produzˇni kabel, jack utikacˇ
• audio produzˇni kabel, rca utikacˇ
• web kamera
• fotoaparat
2. programska oprema
• Audacity (http://www.audacityteam.org/)
• MyCam (http://mycam.en.softonic.com/)
• Windows Media Player (http://windows.microsoft.com/en-us/windows/
windows-media)
3. ostala oprema
• konopac
• dvije grede
• metar
• kartonske kutije za jaja
Elementi eksperimentalnog postava prikazani su na slici 3.1
Eksperimentom se nastojalo izmjeriti frekvenciju na prijamniku za vrijeme pa-
danja izvora zvuka. Za tu potrebu programski je generiran sinusoidalni ton stalne
frekvencije 2000 Hz pomoc´u besplatnog programskog alata Audacity. Taj je tonski
zapis reproduciran na zvucˇniku koji je s prijenosnim racˇunalom bio povezan audio
produzˇnim kablom. Zvucˇnik je bio postavljen na visinu 3, 88 m od tla gdje ga je
asistent, stojec´i na balkonu, pridrzˇavao rukom. S prijenosnim je racˇunalom takoder
bio povezan i mikrofon pomoc´u audio produzˇnog kabla cˇije se postolje nalazilo na
tlu u tocˇki koja lezˇi na pravcu ortogonalnom na ravninu tla tocˇno ispod zvucˇnika.
Visina iznad tla do koje je dosezao sam mikrofon iznosila je 0, 28 m. Samo prijenosno
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Slika 3.1: Elementi eksperimentalnog postava.
racˇunalo bilo je postavljeno na polozˇaj udaljen na oko 5 m u smjeru okomitom na
spojnicu mikrofon-zvucˇnik, a s kojeg je bio prac´en tijek cijelog eksperimenta. Prikaz
eksperimenta iz te perspektive vidljiv je na slici 3.2.
Bilo je planirano da se zvucˇnik ispusti sa spomenute visine te se mikrofonom
jednostavno zabiljezˇi zvucˇni zapis. No, kako je predvideno da c´e pri analizi izmje-
renih podataka biti potrebno odrediti pocˇetni trenutak, odnosno trenutak kada je
izvor zvuka krenuo iz mirovanja, eksperiment je zabiljezˇen i videozapisom pomoc´u
web kamere ugradene u prijenosno racˇunalo. Na taj se nacˇin, buduc´i da su pri vi-
deozapisu slikovni i zvucˇni zapis uskladeni unutar jedne datoteke, mozˇe odrediti
trenutak kad je izvor zvuka krenuo iz mirovanja promatrajuc´i slikovni dio videoza-
pisa te time ujedno odrediti taj trenutak za izolirani zvucˇni zapis uzet iz videoza-
pisa. Za snimanje eksperimenta web kamerom ugradenom u prijenosno racˇunalo
koristio se besplatni programski alat MyCam, dok je za prevodenje videozapisa u is-
kljucˇivo zvucˇni zapis koriˇstena usluga s internetske adrese http://www.zamzar.com/
convert/avi-to-wav/. Uz snimanje eksperimenta web kamerom vrsˇeno je i snima-
nje eksperimenta kamerom fotoaparata iz razloga sˇto je rezolucija videozapisa nasta-
log koriˇstenjem web kamere preslaba za analizu videozapisa, dakle, zbog postizanja
bolje rezolucije videozapisa eksperimenta. Fotoaparat se prakticˇki nalazio na istom
mjestu kao i prijenosno racˇunalo, odnosno web kamera. Zvucˇnik koji se ispusˇtao s
visine 3, 88 m bio je, uz to sˇto je s prijenosnim racˇunalom spojen audio produzˇnim
kabelom, zavezan konopcem koji je sprijecˇavao osˇtec´enje zvucˇnika pri njegovu padu.
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Slika 3.2: Eksperimentalni postav netom prije ispusˇtanja zvucˇnika. Vidljiv je zvucˇnik
kojeg pridrzˇava asistent na visini 3, 88 m te mikrofon na tlu oko kojeg su poslagane
kartonske kutije za jaja.
U neposrednoj blizini izvodenja eksperimenta bile su postavljene dvije grede, jedna
vertikalno te druga horizontalno, u svrhu preciznijeg provodenja analize videoza-
pisa. Vertikalna greda vidljivo je obiljezˇavala visinu od tla u nekoliko tocˇaka pravca
ortogonalnog na ravninu tla, dok je horizontalna greda bila postavljena u vodoravni
polozˇaj na visini 3, 88 m.
Mjerenja su provodena viˇse puta, a za prvih mjerenja je ustvrden nezanemariv
efekt refleksije zvuka od tla vidljiv na slici 3.3. Buduc´i da reflektirani zvuk i zvuk
odasˇiljan iz zvucˇnika dolaze istovremeno do zvucˇnika oni interferiraju. Za razlicˇite
udaljenosti izmedu zvucˇnika i tla cˇvorovi stojnog vala c´e nastajati i nestajati, dok c´e
zbog sve vec´e brzine izvora zvuka, odnosno povec´ane frekvencije, cˇvorovi mijenjati
svoj polozˇaj tijekom vremena. Primijetimo da se frekvencije dvaju valova, odaslanog i
Slika 3.3: Zvucˇni zapis obiljezˇen efektom interferencije zbog refleksije zvuka od tla.
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reflektiranog, razlikuju za mali iznos na mjestu mikrofona iz razloga sˇto je reflektirani
zvucˇni val nastao u nesˇto ranijem trenutku nego odaslani val s kojim interferira, od-
nosno kad je izvor zvuka imao nesˇto manju brzinu. Sve su to uzroci nastanka efekta
vidljivog na slici 3.3. Kako je opisani efekt nepozˇeljan jer otezˇava analizu zvucˇnog
zapisa, refleksija se eliminirala na nacˇin da se na tlu okolo mikrofona postavio vec´i
broj kartonskih kutija za jaja koje su prigusˇivale reflektirani zvuk tijekom eksperi-
menta. Podaci koji su prikupljeni nakon provedbe eksperimenta bili su, u konacˇnici,
pohranjeni u dva videozapisa. Jedan je sluzˇio za obradu slike, odnosno odredivanje
akceleracije izvora zvuka videoanalizom, dok je drugi u sebi sadrzˇavao zvucˇni zapis
namijenjen za analizu ubrzanja izvora zvuka preko Dopplerovog efekta. U iduc´em
je koraku prikupljene podatke bilo potrebno analizirati te ih medusobno usporediti.
Dakako, to je i ucˇinjeno te izlozˇeno u iduc´em poglavlju.
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4 Analiza i eksperimentalni rezultati
U ovom poglavlju, dvjema razlicˇitim metodama, dobivena su te prikazana dva
razlicˇita eksperimentalna rezultata za ubrzanje zvucˇnika koji jednoliko ubrzava, a
od kojih prvi ima referentni znacˇaj. Na samom pocˇetku ovog poglavlja navedimo
programsku opremu koja se koristila za analizu eksperimentalnih podataka:
• Tracker
• Movie Maker
• programski jezik C
• programski jezik R
Bitniji programski kodovi prepisani su u dodacima na kraju ovog diplomskog rada od
kojih je programski kod za programski jezik C preuzet je s interneta [3] uz minimalne
promjene, dok je programski kod za programski jezik R u potpunosti napisan u sklopu
ovog diplomskog rada.
4.1 Odredivanje ubrzanja zvucˇnika videoanalizom
S obzirom da je izvor zvuka pri izvedbi eksperimenta pusˇten da slobodno pada,
izvjesno je da je imao odredeno ubrzanje jer je na njega djelovala stalna gravita-
cijska sila. Za ubrzanje izvora zvuka c´e se pretpostaviti da je stalno u vremenu.
Osim gravitacijske sile, na izvor zvuka, odnosno zvucˇnik, djelovale su i sila otpora
zraka te sile napetosti konopca odnosno audio kabela. Iz tih se razloga za ubrza-
nje zvucˇnika ne mozˇe uzeti poznata akceleracija slobodnog pada od 9, 81m/s2, vec´
ju je potrebno izmjeriti, odnosno odrediti interval vrijednosti u kojem se najvjero-
jatnije nalazi. To c´e se napraviti pomoc´u programa Tracker koji nudi moguc´nost
odredivanja polozˇaja i brzina prac´enog objekta (u nasˇem slucˇaju zvucˇnika) u vrlo
bliskim trenucima medusobno udaljenim 33 tisuc´inke sekunde [2] [4]. Programom
Tracker dobivene su vrijednosti brzina zvucˇnika u svakom pojedinom trenutku pada.
Buduc´i da se radi o jednoliko ubrzanom gibanju, iznosi brzina u v-t grafu trebali bi
lezˇati na pravcu, dok nagib tog pravca predstavlja ubrzanje. Stoga je nad dobive-
nim vrijednostima brzina provedena metoda najmanjih kvadrata sˇto je prikazano na
slici 4.1. Spomenuta metoda najmanjih kvadrata nad doticˇnim podacima ostvarena
je pomoc´u besplatnog programskog jezika R, a neka usput bude spomenuto da je
pomoc´u istog programskog jezika izradena i vec´ina slika uvrsˇtenih u ovaj diplomski
rad. Rezultat za ubrzanje zvucˇnika koji se dobiva na opisani nacˇin glasi
a = (9, 6± 0, 1)m/s2. (4.1)
Dakle, za najvjerojatnije stvarno ubrzanje zvucˇnika tijekom eksperimenta mozˇemo
smatrati da se nalazi negdje u intervalu vrijednosti iz rezultata 4.1. Prema tome, re-
zultat 4.1 c´e se uzimati kao referentni rezultat te c´e se valjanost rezultata dobivenog
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Slika 4.1: Prikaz brzine zvucˇnika u ovisnosti o vremenu pada. Podaci su dobiveni
pomoc´u programa Tracker. Vrijednost varijable t na grafu ne pocˇinje od t = 0 zato
sˇto je izvor zvuka ispusˇten nekoliko sekundi nakon pocˇetka snimanja.
analizom Dopplerovog ucˇinka mjeriti prema slaganju s rezultatom 4.1.
Primijetimo da je u grafu sa slike 4.1 prikazano 25 tocˇaka. Iz toga proizlazi da
je u programu Tracker obradeno 26 polozˇaja zvucˇnika jer je za jedan iznos brzine
potrebno odrediti dva polozˇaja u prostoru ako je poznat vremenski interval za koji je
zvucˇnik prevalio udaljenost izmedu ta dva polozˇaja. Iz navedenog se mozˇe zakljucˇiti
da je eksperiment trajao oko 860 ms. Pomoc´u formule za udaljenost koju prijede
jednoliko ubrzano tijelo koje krec´e iz mirovanja, odnosno
s =
at2
2
, (4.2)
mozˇe se izracˇunati koliki put je tijelo prevalilo za zadane parametre vremena i ubr-
zanja. Za vrijednosti od 26/30 s i 9, 6 m/s2 proizlazi da je tijelo prevalilo put od 3, 6m
sˇto je prikladan rezultat buduc´i da se mikrofon nalazio na visini 0, 28 m od tla, dok je
zvucˇnik ispusˇtan s visine 3, 88 m od tla. Napomenimo kako je preciznost ovog racˇuna
nesˇto slabija iz razloga sˇto je brzina tijela pri kraju eksperimenta dosta velika, tocˇnije
oko 8 m/s, sˇto znacˇi da za jedan vremenski interval od 33 ms prevali put od otprilike
27 cm pa nije precizno odreden trenutak kad zvucˇnik pocˇinje usporavati uslijed po-
rasta sile napetosti konopca. Suprotno tome, rezultat 4.1 je pouzdan iz razloga sˇto je
dobiven iz podataka dobivanih tokom cijelog eksperimenta pa konacˇni rezultat nema
tako visoku osjetljivost na rubne podatke kao sˇto je to malocˇas bio slucˇaj.
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4.2 Odredivanje ubrzanja zvucˇnika pomoc´u Dopplerovog efekta
Kao sˇto je vec´ recˇeno, podaci koji c´e se analizirati nalaze se na zvucˇnoj traci
videozapisa. U svrhu omoguc´enja analize videozapis, odnosno datoteka avi, je ko-
nvertirana u datoteku wav. Vizualni prikaz te wav datoteke nalazi se na slici 4.2.
U pocˇetnom trenutku, odnosno u t = 0 na zvucˇnoj snimci, izvor zvuka je krenuo
iz mirovanja. Ta uskladenost je postignuta promatranjem videozapisa. Primijetimo
da je oblik zvucˇnog zapisa sa slike 4.2 mnogo manje oblikovan efektom interferen-
cije zbog refleksije zvuka od tla nego sˇto je to zvucˇni zapis sa slike 4.1. Eliminacija
nepozˇeljnog efekta postignuta je postavljanjem kartonskih kutija za jaja uokolo pos-
tolja mikrofona. Opc´enito je zvucˇni zapis zapravo skup velikog broja podataka koji
sadrzˇavaju vrijednost elongacije za svaki pripadni trenutak u zapisu. Zato je bitno
znati brzinu odnosno frekvenciju uzimanja podataka na mikrofonu. U nasˇem slucˇaju
je to 44100 puta u sekundi, odnosno napon na mikrofonu koji je posljedica prisutstva
zvuka mjeri se otprilike svake 23 milijutinke sekunde. Kako je doticˇni zvucˇni zapis
duzˇine 830 ms u njemu je zapisano 36603 podataka od kojih svaki sadrzˇi dvije infor-
macije: vremenski trenutak i elongaciju zvuka za taj trenutak. Pomoc´u programskog
koda za programski jezik C koji je pridruzˇen u dodacima na kraju rada iz zvucˇnog
zapisa su izvadeni svi doticˇni podaci te postavljeni u dva stupca txt datoteke. Dva
stupca u toj tekstualnoj datoteci predstavljaju 36603 koordinate u x-t grafu pri cˇemu
se na osi x postavljaju vrijednosti elongacije, a na osi t vremena. Nadalje su ti podaci
obradeni u programskom jeziku R pomoc´u programskog koda koji je napisan za po-
trebe ovog rada te koji je takoder pridruzˇen u dodacima na kraju rada, dok c´e sada
biti objasˇnjen algoritam tog programskog koda.
Obrada dva stupca podataka iz stvorene txt datoteke je za cilj imala izracˇunavanje
valne duljine zvuka za svaki pripadni trenutak iz zvucˇnog zapisa. Buduc´i da je sni-
mani zvucˇni signal bio sinusoidalni unutar programskog koda je odabran postupak
kojim se podaci, odnosno medusobno susjedne tocˇke u x-t grafu, spajaju duzˇinama.
To je ilustrirano na slici 4.3. Svrha tako stvorene funkcije koja nalikuje na sinusoidu
je da se odrede njene nultocˇke. Opisani postupak je procijenjen zadovoljavajuc´im iz
razloga sˇto sinusoida za vrijednosti nezavisne varijable u blizini svojih nultocˇki na-
likuje na pravac. Zapravo, vrijednosti pravca i sinusoide se za podrucˇje nezavisne
varijable od 0◦ do 28◦ razlikuju za manje od 2 % kao sˇto je vidljivo sa slike 4.4. Algo-
ritam programskog koda izracˇunava sve nultocˇke novonastale funkcije te ih sprema
Slika 4.2: Zvucˇna traka videozapisa eksperimenta.
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Slika 4.3: Postupak spajanja koordinata duzˇinama. Kruzˇic´i pokazuju svaku poje-
dinu koordinatu procˇitanu iz tekstualne datoteke, a trokutic´i prikazuju izracˇunate
nultocˇke. Na ordinati su navedene vrijednosti napona izmjerenih na mikrofonu za
pripadni trenutak, a iskazane su u relativnim jedinicama koje su proporcionalne na-
ponu.
Slika 4.4: Razlika funkcija x i sin(x) za otprilike prvu osminu perioda (pi/4).
u memoriju. Nakon sˇto su sve nultocˇke izracˇunate lako je odrediti valne duljine za
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svaki pripadni trenutak jer je poznato da su one jednake udaljenostima izmedu svih
neparnih odnosno parnih nultocˇaka. Neka bude napomenuto kako je u programskom
algoritmu za trenutak pripadan svakoj valnoj duljini odabran trenutak kojem odgo-
vara pocˇetak pojedine valne duljine. Da bi rezultat bio vec´e tocˇnosti izracˇunata je
srednja vrijednost svakih deset valnih duljina. Ta srednja vrijednost je, dakle, repre-
zentant valne duljine zvuka u pojedinom trenutku. Tih srednjih vrijednosti odnosno
podataka o vrijednostima valnih duljina u vremenu ima 168. Dobiveni graf ovisnosti
valne duljine zvuka o vremenu u kojem se izvor zvuka gibao jednoliko ubrzano kre-
nuvsˇi iz mirovanja u trenutku t = 0 prikazan je na slici 4.5. Vidljivo je da se duzˇina
valnih duljina smanjuje kako vrijeme prolazi, odnosno kako izvor zvuka ima sve vec´u
brzinu. To je u skladu s predvidanjem. Primijetimo da je valna duljina zvuka tijekom
eksperimenta izmedu 16, 5 cm i 17 cm te da zbog toga na mjestu mikrofona, odnosno
na visini od 28 cm od tla, nec´e biti cˇvorova stacionarnog vala. Na mjestu mikrofona se
mozˇe pojaviti nepozˇeljna interferencija malo nizˇe frekventnog reflektiranog zvuka i
malo viˇse frekventnog odaslanog zvuka, no ona je sprijecˇena spomenutim kartonskim
kutijama za jaja. Nakon sˇto su dobivene vrijednosti valnih duljina zvuka za pripadna
vremena izracˇunata je ovisnost frekvencije zvuka u vremenu prema poznatoj relaciji
Slika 4.5: Prikaz izmjerenih valnih duljina zvuka u vremenu padanja izvora zvuka.
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f(t) =
vz
λ(t)
. (4.3)
Ovisnost frekvencije zvuka o vremenu u kojem se izvor zvuka giba jednoliko ubr-
zano, a koja se u sklopu glavnog zadatka ovog rada i eksperimenta trazˇila, prikazana
je na slici 4.6. Vidljivo je da frekvencija zvuka u vremenu raste te je to u skladu s
predvidanjima. U programskom jeziku R je izracˇunat i koeficijent korelacije za tocˇke
na f-t grafu sa slike 4.6, a koji govori o povezanosti dviju varijabli. Za nasˇe ekspe-
rimentalne podatke pokazala se visoka pozitivna korelacija, odnosno za koeficijent
korelacije dobiveno je
r = 0, 92. (4.4)
Ta informacija kazuje da su podaci visoko korelirali te ima smisla pretpostaviti li-
nearnu ovisnost. Stoga je nad podacima o frekvenciji zvuka provedena i metoda
najmanjih kvadrata kojom se pronalazi pravac y = kt + y0 koji najbolje opisuje ovis-
nost frekvencije zvuka o vremenu. Tim postupkom dobiveni su koeficijent pravca te
odsjecˇak na ordinati uz pripadne neodredenosti.
Slika 4.6: Ovisnost frekvencije zvuka jednoliko ubrzanog izvora zvuka o vremenu
pada zvucˇnika. Jednadzˇba pravca je y = kt+y0 pri cˇemu je k = 59 Hz/s i y0 = 2001, 1
Hz.
27
Njihove vrijednosti su:
k = (59± 2)Hz/s, (4.5)
y0 = (2001, 1± 0, 9)Hz. (4.6)
To su ujedno vrijednosti koje su rezultat provedenog eksperimenta. Vrijednost koefi-
cijenta pravca bliska je onoj izracˇunatoj u potpoglavlju ”Teorijska predvidanja”, no
potrebno je josˇ preciznije odrediti parametre za usporedivanje sad kad su poznate
eksperimentalne specificˇnosti. Naime, teorijskom razradom ovog slucˇaja dobiveno je
da, pri odredenoj aproksimaciji, frekvencija na prijamniku stoji u linearnoj ovisnosti
o vremenu pri cˇemu je koeficijent pravca jednak
k =
afi
vz
, (4.7)
a odsjecˇak na ordinati
y0 = fi. (4.8)
U ovom stadiju analize poznata je vrijednost akceleracije izvora zvuka jer je izmjerena
videoanalizom. Buduc´i da je temperatura zraka za vrijeme izvodenja eksperimenta
iznosila 11◦C brzina zvuka je iznosila 338 m/s. Jedina preostala varijabla je frekven-
cija izvora fi. Zvuk frekvencije 2000 Hz i sinusoidalnog oblika bio je pusˇtan na izvor
zvuka. No, preuranjeno bi bilo rec´i da je zvuk upravo te frekvencije proizlazio iz
zvucˇnika. Stoga je napravljen josˇ jedan kratki eksperiment koji je provjerio frekven-
ciju izlaznog zvuka koji mikrofon biljezˇi kad izvor zvuka miruje, odnosno frekvenciju
fi. Mikrofon je bio postavljen na udaljenost 65 cm od zvucˇnika koji je mirovao te je
zabiljezˇio zvucˇni zapis. Taj je zvucˇni zapis pretvoren u tekstualnu datoteku pomoc´u
programskog koda za jezik C, a koji je prilozˇen u dodacima. Zatim je analiziran
pomoc´u programskog koda za jezik R, a koji je takoder prilozˇen u dodacima na kraju
rada. Srednja vrijednost frekvencije zvuka mirnog zvucˇnika s pripadnom pogresˇkom
iznosi
fi = (2001, 05± 0, 09)Hz. (4.9)
Sad su prikupljeni svi potrebni podaci da bi se odredila vrijednost koeficijenta pravca
koja c´e se usporediti s eksperimentalno dobivenom vrijednosti tog koeficijenta. Prema
4.7 za koeficijent pravca se, s pripadnim neodredenostima, dobiva:
k = (56, 8± 0, 6)Hz/s. (4.10)
To je referentni rezultat za koji se pretpostavlja vec´a tocˇnost, a s kojim usporedujemo
rezultat dobiven iz eksperimenta padanja zvucˇnika. Usporedimo li rezultat 4.5 s
rezultatom 4.10 i 4.6 s 4.9 mozˇemo primijetiti da se rezultati, odnosno intervali vri-
jednosti poklapaju. Buduc´i da se unutar jedne standardne devijacije referentni rezul-
tati u potpunosti preklapaju sa sebi korespondirajuc´im eksperimentalnim rezultatima
mozˇemo zakljucˇiti da su rezultati konzistentni i valjani, odnosno da je eksperiment
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uspjesˇno proveden polucˇivsˇi ispravne rezultate.
Kad je izracˇunat koeficijent nagiba pravca k, pomoc´u izraza
a =
kvz
fi
, (4.11)
izvedenog u potpoglavlju ”Teorijska predvidanja”, mozˇe se odrediti ubrzanje izvora
zvuka te ga usporediti s ubrzanjem 4.1 koje je rezultat analize videozapisa. Eksperi-
mentalnim rezultatima se, konacˇno, za ubrzanje izvora zvuka dobiva:
a = (10, 0± 0, 3)m/s2. (4.12)
Dobiveni krajnji rezultat malo je vec´eg iznosa nego sˇto bi trebao biti ako primijetimo
da je stvarna akceleracija izvora zvuka mogla biti iskljucˇivo manja od vrijednosti 9, 81
m/s2 jer se prakticˇki radilo o slobodnom padu. Interval vrijednosti dobivenog rezul-
tata 4.12 i interval vrijednosti rezultata 4.1, koji se uzima kao referentni rezultat,
u potpunosti se preklapaju unutar jedne standardne devijacije tako da ih se mozˇe
ocijeniti kao konzistentne. Preciznost mjerenja je velika te relativna pogresˇka iznosi
3%.
4.3 Analiza gresˇaka
Dakle, iz nekog razloga analizom Dopplerovog efekta za izvor zvuka koji se giba
jednoliko ubrzano krenuvsˇi iz mirovanja dobivena je nesˇto vec´a vrijednost ubrzanja
tog izvora nego sˇto je dobivena metodom videoanalize za koju se, uz dobivenu vec´u
preciznost, pretpostavlja i vec´a tocˇnost mjerenja. Moguc´i uzrok malo povec´ane vri-
jednosti krajnjeg rezultata mozˇe se skrivati u mnogim karakteristikama eksperimenta
i obrade podataka. Najviˇse potesˇkoc´a pri izvodenju eksperimenta uzrokovano je raz-
nim i neizbjezˇnim refleksijama zvuka od okolnih povrsˇina. Najvec´a i najefektivnija
refleksija zvuka je refleksija od tla, stoga se ona morala nekako umanjiti da bi zvucˇni
zapis bio upotrebljiv pri analizi. To je postignuto postavljanjem kartonskih kutija za
jaja uokolo prijamnika. Pa ipak, pri eksperimentalnoj provedbi ostale su prisutne sve
ostale refleksije, dodusˇe manjeg znacˇaja. Moguc´e je da su upravo one dodatno iz-
oblicˇile signal na prijamniku. Uostalom, svi realni uvjeti, ukljucˇujuc´i i nesavrsˇenost
tehnologije, doprinjeli su neidealnom obliku rezultantnog zvucˇnog zapisa. Dakle,
moguc´e je da je blago i neizbjezˇno izoblicˇeni zvucˇni zapis, odnosno nesavrsˇenost re-
alnih uvjeta eksperimenta, uzrok malo povec´ane vrijednosti krajnjeg rezultata o ubr-
zanju izvora zvuka. Pa ipak, uz sve opisane nesavrsˇenosti, krajnji rezultat uopc´e nije
losˇ, vec´ je vrlo blizu stvarne vrijednosti ubrzanja izvora zvuka. Drugi uzrok nesˇto vec´e
vrijednosti krajnjeg rezultata mozˇe se skrivati u nesavrsˇenosti algoritma programskog
koda kojim je zvucˇni zapis analiziran. Za provjeru kvalitete rada programskog koda
analiziran je zvucˇni zapis savrsˇenog sinusoidalnog tona frekvencije 2000 Hz koji je ge-
neriran pomoc´u besplatnog programskog alata Audacity. Iznenadujuc´e je da nakon
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analize takvog savrsˇenog zvucˇnog zapisa rezultat koji programski kod daje za nje-
govu frekvenciju nije ocˇekivanih 2000 Hz vec´ nesˇto viˇse, tocˇnije (2001, 03± 0, 09) Hz.
Taj rezultat je srednja vrijednost svih, programskim kodom izracˇunatih, frekvencija
tijekom jedne sekunde savrsˇenog zvucˇnog zapisa sinusoidalnog tona. Sve izracˇunate
frekvencije, kao i njihova srednja vrijednost, vidljive su na slici 4.7. Sad je jasno da je
nesavrsˇenost algoritma programskog koda josˇ jedan moguc´i razlog malo povec´anog
krajnjeg rezultata. Ipak, napomenuo bih kako je za princip racˇunanja nultocˇki u
zvucˇnom zapisu, a pomoc´u kojih se nadalje izracˇunavaju valne duljine odnosno frek-
vencije, odabran postupak koji se mozˇe cˇiniti najprikladnijim. To je postupak spajanja
koordinatnih tocˇaka na x-t grafu upravo duzˇinama, a sˇto se doima ispravnim nacˇinom
iz razloga sˇto se sinusoidna funkcija u blizini svoje nultocˇke ponasˇa kao pravac sˇto se
mozˇe zakljucˇiti ako se razmotri slika 4.4. Sve u svemu, oba opisana moguc´a uzroka
povec´anja krajnjeg rezultata, odnosno eksperimentalne i programske nesavrsˇenosti,
ne utjecˇu na krajnji rezultat toliko da on bude znacˇajno promijenjen. Kao sˇto je vec´
bilo komentirano, referentni i eksperimentalni rezultati se preklapaju unutar dvije
standardne devijacije sˇto ukazuje na to da su eksperiment i obrada dobivenih poda-
taka uspjesˇno provedeni. Konacˇno, procijenjujuc´i kvalitetu dobivanja ubrzanja izvora
zvuka metodom analize Dopplerovog efekta mozˇemo zakljucˇiti da ona daje vrlo do-
Slika 4.7: Obrada savrsˇenog zvucˇnog zapisa sinusoidalnog tona frekvencije 2000
Hz. Programski algoritam za srednju vrijednost frekvencije tog signala, uz pripadnu
neodredenost, daje f = (2001, 03± 0, 09) Hz.
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bre rezultate, ako za izvrsne rezultate pretpostavimo rezultate dobivene metodom
analize videozapisa.
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5 Metodicˇka obrada teme
Kao sˇto je vec´ napomenuto u uvodnoj rijecˇi ovog rada, Dopplerov efekt se u sˇkoli
obraduje i matematicˇki opisuje za slucˇaj kad se izvor zvuka i/ili opazˇacˇ gibaju brzi-
nom koja je stalna u vremenu. Stoga c´e se u ovom poglavlju obraditi Dopplerov efekt
za taj slucˇaj te razmotriti jedan moguc´i nacˇin kako bi se on mogao obraditi i prikazati
ucˇenicima.
Za poticanje motivacije o ovoj temi nastavnik mozˇe na pocˇetku sata pokrenuti vi-
deo snimku automobila koji proizvodi zvuk trubec´i te velikom brzinom prolazi pokraj
opazˇacˇa https://www.youtube.com/watch?v=a3RfULw7aAY. Zatim nastavnik upita
cijeli razred je li nesˇto primijetio. Ako je potrebno nastavnik predlozˇi da se obrati po-
zornost na visinu tona trube te upita ima li kakve promjene po tom pitanju. Ocˇekuje
se da se u uvodnom dijelu sata zakljucˇi kako se visina tona mijenja ako se izvor zvuka
koji proizvodi taj ton giba u odnosu na opazˇacˇa. Nastavnik mozˇe ispricˇati povijesnu
anegdotu koja je opisana u ”Uvodu” ovog rada.
Kad je uocˇena pojava Dopplerovog efekta te naznacˇeno sˇto to je, nastavnik predlozˇi
da se provede eksperiment u kojem c´e se Dopplerov efekt izmjeriti. Za tu svrhu nas-
tavniku su od racˇunalne opreme potrebni racˇunalo, mikrofon i zvucˇnik te besplatni
programski alat Audacity od programske opreme. Nastavnik prije sata treba u pro-
gramskom alatu Audacity generirati ton od primjerice 2000 Hz te ga pohraniti kao
wav datoteku kako bi je upotrijebio pri pokusu. Takoder, nastavnik treba prije sata
pripremiti postav eksperimenta koji je vidljiv na slici 5.1. Postav bi trebao biti vidljiv
cijelom razredu, a to se mozˇe postic´i tako da ga se postavi na poviˇseni stol. Postav je
slijedec´i: od mikrofona koji je postavljen na stolu kredom se oznacˇe dva polozˇaja, je-
Slika 5.1: Eksperimentalni postav prikazan u prvom te zatim u drugom polozˇaju.
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dan na 20 cm i drugi na 120 cm od mikrofona. Na ta dva polozˇaja c´e nastavnik rukom
prenositi zvucˇnik koji proizvodi ranije generirani ton. U pocˇetku pokusa zvucˇnik je
postavljen na prvi polozˇaj odnosno 20 cm. Rezultat eksperimenta c´e biti zvucˇni zapis
na kojem c´e se moc´i prepoznati Dopplerov efekt. Pomoc´u programskog alata Auda-
city zvucˇni zapis c´e se snimiti i analizirati. Nastavnik sada opiˇse cijelom razredu sve
dijelove eksperimentalnog postava te je time sve spremno za izvodenje pokusa. Nas-
tavnik mozˇe odabrati dobrovoljca koji c´e mu asistirati pri izvodenju pokusa. Potrebno
je na zvucˇniku pustiti ton 2000 Hz te zapocˇeti snimanje u Audacityju. Zatim ucˇenik
dobrovoljac izgovori ”sad” te vrlo brzo rukom premjesti zvucˇnik iz prvog polozˇaja na
drugi polozˇaj, odnosno s 20 cm na 120 cm udaljenosti od mikrofona. Cˇaskom na-
kon sˇto je zvucˇnik premjesˇten ucˇenik dobrovoljac izgovori ”stop”. Nakon toga ucˇenik
dobrovoljac ponovno izgovori ”sad” te potom vrati zvucˇnik u prvi polozˇaj odnosno
na udaljenost 20 cm od mikrofona nakon cˇega izgovori ”stop”, a nastavnik zaustavi
snimanje. Time je pokus izveden i snimljen je zvucˇni zapis na kojem se cˇuje ton koji
ima snizˇenu frekvenciju za vrijeme udaljavanja zvucˇnika od mikrofona te poviˇsenu
frekvenciju za vrijeme priblizˇavanja zvucˇnika i mikrofona. Podrucˇja promijenjenih
frekvencija omedena su izgovorenim rijecˇima. Tako snimljeni zapis prikazan je na
slici 5.2.
Programski alat Audacity nudi opciju mjerenja frekvencije na nacˇin da prikazˇe
graf ovisnosti glasnoc´e o frekvenciji zvuka. Za frekvenciju koja se, izmedu svih u
zvucˇnom zapisu, najviˇse cˇuje mozˇemo smatrati da je frekvencija koju opazˇacˇ opazˇa.
To mjerenje frekvencije nije precizno, ali mozˇe posluzˇiti za kvalitativan opis pojave
Dopplerovog efekta. Dovoljno je samo oznacˇiti kratki vremenski interval na zvucˇnoj
snimci u kojem se zvucˇnik udaljavao od mikrofona te odabrati opciju analiziranja
frekvencije. Tim postupkom, kao sˇto je vidljivo na slici 5.3, za frekvenciju zvuka na
mikrofonu dobiveno je 1978 Hz sˇto pokazuje da ona doista manja. Istim postupkom,
samo za drugi dio zvucˇnog zapisa, odnosno za slucˇaj priblizˇavanja zvucˇnika mikro-
fonu, dobiveno je 2021 Hz. Time se u razredu mozˇe pokazati da je frekvencija koju
opazˇacˇ opazˇa snizˇena u slucˇaju udaljavanja zvucˇnika i mikrofona odnosno poviˇsena u
slucˇaju njihovog priblizˇavanja. Uostalom, dobiveni zvucˇni zapis se ucˇenicima mozˇe
Slika 5.2: Zvucˇni zapis kao rezultat eksperimenta. Vidljiva su mjesta cˇetiri rijecˇi izgo-
vorene tijekom eksperimenta koja omeduju dva podrucˇja promijenjenih frekvencija.
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Slika 5.3: Mjerenje frekvencije pomoc´u alata programa Audacity.
i ponovno emitirati te c´e svima biti uocˇljivo da se frekvencija za trenutke gibanja
zvucˇnika mijenja.
Nakon sˇto je kvalitativno obradena pojava Dopplerovog efekta nastavnik predlozˇi
da se ona zajednicˇki obradi i matematicˇki. Prvo se razmatra slucˇaj kad se izvor zvuka
giba, a opazˇacˇ miruje. Brzina zvuka u zraku je konstantna te jednaka umnosˇku frek-
vencije zvuka i valne duljine zvuka, odnosno
vz = fλ. (5.1)
Iz potonje relacije mozˇe se izraziti fp, odnosno frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ, kao
fp =
vz
λ
. (5.2)
Zatim ucˇenici crtaju u biljezˇnice izvor zvuka tijekom par trenutaka odnosno perioda
dok se on giba konstantnom brzinom po pravcu te proizvodi zvuk koji se opisuje
valnim frontama oblika kruzˇnice tako da je vidljivo da se one sˇire iz izvora koji se
giba. Taj shematski prikaz vidljiv je na slici 5.4. Nastavnik obilazi ucˇenike i pomazˇe
im pri crtanju ispravnog shematskog prikaza. Nakon sˇto je taj prikaz dovrsˇen nas-
tavnik mozˇe upitati ucˇenike kakav zvuk dolazi do opazˇacˇa kojem izvor ide ususret te
ocˇekivati odgovor da taj zvuk ima manju valnu duljinu. Nadalje, nastavnik zatrazˇi
od ucˇenika da izvedu izraz za tu smanjenu valnu duljinu. Ona je, dakako, jednaka
λ = λ0 − viT, (5.3)
odnosno
λ =
vz
fi
− vi
fi
, (5.4)
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Slika 5.4: Izvor zvuka koji se giba stalnom brzinom po pravcu i valne fronte zvuka
koji on proizvodi.
pri cˇemu je fi = T−1 frekvencija izvora, T vremenski period za koji se emitira jedna
valna fronta, a vi brzina izvora zvuka. Konacˇno, kad je izveden izraz za smanjenu
valnu duljinu zvuka, ucˇenici je mogu uvrstiti u izraz za frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ,
a koju su dobili na pocˇetku racˇuna. Time c´e dobiti konacˇan izraz
fp =
vz
vz − vifi (5.5)
za frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ kada se izvor zvuka giba prema njemu konstantnom
brzinom. Dovoljno je da ucˇenici zajedno s nastavnikom prokomentiraju kako je valna
duljina zvuka s druge strane crtezˇa vec´a, a sˇto opisuje slucˇaj kada se izvor zvuka
udaljava od opazˇacˇa te c´e u relaciji 5.3 umjesto znaka minus biti znak plus. To
c´e uzrokovati malu izmjenu u konacˇnom izrazu za frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ,
odnosno
fp =
vz
vz + vi
fi. (5.6)
Slucˇaj kad se opazˇacˇ giba prema izvoru zvuka, dok izvor miruje, josˇ je jednostavniji.
Tad se mozˇe smatrati da je brzina kojom zvuk putuje efektivno vec´a te da je njezin
iznos jednak vz + vp pri cˇemu je vp brzina opazˇacˇa. Jednostavno se ta efektivno vec´a
brzina po istom postupku uvrsti u 5.2 sˇto, uz izraz za valnu duljinu
λ =
vz
fi
, (5.7)
rezultira konacˇnim izrazom za frekvenciju koju opazˇa opazˇacˇ kad se on priblizˇava
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mirujuc´em izvoru zvuka
fp =
vz + vi
vz
fi. (5.8)
Ucˇenici c´e opaziti da je u slucˇaju kada se opazˇacˇ udaljava od izvora efektivna brzina
zvuka manja odnosno da je za taj slucˇaj konacˇan izraz za frekvenciju koju opazˇa
opazˇacˇ
fp =
vz − vi
vz
fi. (5.9)
Dobiveni izrazi mogu se ujediniti u jedan izraz
fp =
vz ± vp
vz ∓ vi fi, (5.10)
pri cˇemu gornji predznaci vrijede u slucˇaju priblizˇavanja izvora i opazˇacˇa, a donji u
slucˇaju njihovog udaljavanja. Ova formula vrijedi za slucˇaj kad se gibaju i izvor zvuka
i opazˇacˇ, a zove se Dopplerova formula. Nakon zapisivanja Dopplerove formule nas-
tavnik treba diskutirati s ucˇenicima u kojim se slucˇajevima koriste koji predznaci.
Ovime su izvedene i opisane formule za Dopplerov efekt pomoc´u kojih c´e ucˇenici
moc´i rjesˇavati zadatke vezane uz ovu fizikalnu pojavu. Napomenuo bih kako nije
realno ocˇekivati da se sve gore opisano mozˇe interaktivno obraditi unutar jednog
sˇkolskog sata. Najmanje bi bila potrebna dva sata. Takoder, interaktivni izvod Dop-
plerove formule primjereniji je matematicˇkim gimnazijama nego ostalim sˇkolama za
koje se sugerira da izvod izostane, a vec´i naglasak stavi na konceptualno razumijeva-
nje Dopplerove pojave.
Za zavrsˇnicu blok sata iz fizike koji obraduje ovu temu predlazˇe se rjesˇavanje za-
dataka koji su vezani uz pojavu Dopplerovog efekta, a nekoliko zadataka navedeno
je u tekstu ispod.
Zadatak 1.
Automobil prestizˇe kamion te neprestano trubi. Kakvu c´e frekvenciju vozacˇ kami-
ona cˇuti nakon sˇto ga je automobil prestigao u odnosu na frekvenciju koju je cˇuo dok
je automobil bio iza njega? (Rj. kako automobil ima vec´u brzinu od kamiona, oni se
nakon prestizanja udaljuju te vozacˇ kamiona cˇuje nizˇu frekvenciju)
Zadatak 2.
Izvor emitira zvuk frekvencije 800 Hz te miruje. Priblizˇava mu se opazˇacˇ brzinom
75% manjom od brzine zvuka. Ako je brzina zvuka vz = 340 m/s, koju frekvenciju
opazˇa opazˇacˇ? (Rj. fp = 1000 Hz)
Zadatak 3.
Radarskim valovima cˇija je frekvencija 2000 MHz kontrolira se brzina automobila.
Kolika je razlika u frekvenciji upadnog vala i reflektiranog vala na automobilu koji se
priblizˇava brzinom 72 km/h? (Rj. ∆f = 267 Hz)
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Zadatak 4.
Kad mu se priblizˇava avion, cˇovjek mjeri frekvenciju avionskog motora 1 kHz. Kad
se avion udaljava on mjeri 2, 5 puta manju frekvenciju. Ako je brzina zvuka vz = 330
m/s, odredi brzinu aviona. (Rj. vi = 141, 43 m/s)
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6 Zakljucˇak
Glavni zadatak ovog diplomskog rada bio je teorijski razmotriti Dopplerov efekt
koji opazˇacˇ opazˇa kad se izvor zvuka prema njemu giba jednoliko ubrzano po pravcu
te provedbom eksperimenta usporediti eksperimentalne rezultate s teorijskim. Te-
orijskim razmatranjem ustanovljeno je da c´e frekvencija koju opazˇa opazˇacˇ rasti u
vremenu. Matematicˇki opis ovisnosti frekvencije o vremenu je kompliciran, ali zbog
kratkog vremena gibanja izvora zvuka, buduc´i da se radi o slobodnom padu zvucˇnika,
ovisnost frekvencije o vremenu aproksimativno postaje linearna, a obiljezˇavaju ju
koeficijent nagiba pravca k i odsjecˇak na ordinati y0. Iz koeficijenta k moguc´e je
izracˇunati akceleraciju izvora zvuka te se zato provedenim eksperimentom izmjerio
taj koeficijent. Ipak, koeficijent k se nije mogao teorijski precizno izracˇunati zbog ne-
dovoljnog poznavanja akceleracije izvora zvuka tijekom eksperimenta. Naime, bilo
je poznato da je akceleracija izvora zvuka oko 9, 81 m/s2, ali ona je bila malo manja
uslijed djelovanja sila koje se nisu mogle eliminirati. Stoga je ona izmjerna anali-
zom videozapisa za koju se pretpostavlja velika tocˇnost. Time su zapravo dobivena
dva eksperimentalna rezultata od kojih je rezultat dobiven videoanalizom bio refe-
rentni. Dobiveni rezultati se preklapaju unutar jedne standardne devijacije sˇto se
smatra dobrim ishodom eksperimenta. Akceleracija izvora zvuka izmjerena Dopple-
rovim efektom iznosi (10, 0±0, 3) m/s2, dok je za istu videoanalizom dobiven rezultat
(9, 6± 0, 1) m/s2. Taj rezultat procijenjen je vrlo dobrim.
Buduc´i da je provedba eksperimenta polucˇila dobre rezultate u ovom je radu
pokazano slaganje izmedu teorijskog predvidanja i eksperimentalnih rezultata. Pa
ipak, bilo bi zanimljivo eksperimentom provjeriti istu ovisnost frekvencije koju opazˇa
opazˇacˇ o vremenu, ali za duzˇi vremenski interval. Na taj bi se nacˇin moglo provjeriti
da li je ispravna formula koja se, primjerice, koristi u cˇlanku [3], ali i drugdje. Razlika
dviju formula za Dopplerov efekt u ubrzanom sustavu zanemariva je kad se pojava
dogada u tako kratkom vremenskom intervalu kao sˇto je to bilo u eksperimentu koji
je proveden u sklopu ovog rada. To je uocˇljivo sa slike 2.4. Vrijednosti tih funkcija
razlikuju se za 100 % nakon 15 s za sˇto je potrebna visina od preko 1 km, ako se
radi o slobodnom padu kao sˇto je bilo u eksperimentu iz ovog rada. Dakle, za takvo
testiranje trebalo bi osmisliti neki drugacˇiji eksperiment.
U astronomiji se Dopplerovim efektom odreduju brzina i smjer gibanja zvijezda.
Buduc´i da je 2011. dodijeljena Nobelova nagrada za fiziku za otkric´e iz 1998. o
ubrzanom sˇirenju svemira [1], znacˇajnost Dopplerovog efekta u ubrzanom sustavu
je velika. Iz tog bi razloga bilo posebno zanimljivo osmisliti i provesti eksperiment u
kojem bi se provjerila ovisnost frekvencije na prijamniku o vremenu gibanja akcele-
rirajuc´eg izvora.
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Dodaci
Dodatak A Programski kod za programski jezik C na-
mijenjen prevodenju wav datoteke u txt da-
toteku
#inc lude <s t d i o . h>
#inc lude <s t d l i b . h>
s t r u c t WavHeader
{
char R i f f [4 ] ;
long wfChunkSize ;
char Wave[4] ;
char fmt [4] ;
long fChunkSize ;
shor t wFormatTag ;
shor t Channels ;
long SampleRate ;
long BytesPerSec ;
shor t B lockAl ign ;
shor t BitaPerSample ;
char data [4] ;
long DataSize ;
} ;
void WaveToASCII ( char ∗ F i l e I n , char ∗ Fi leOut )
{
s t r u c t WavHeader w;
FILE ∗ in , ∗out ;
unsigned char b i t 8 ;
shor t b i t16 ;
i n t r e t ;
f l o a t t ;
in = fopen ( F i l e I n , ” rb ” ) ;
i f ( in == NULL)
re turn ;
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out = fopen ( Fi leOut , ”wt ” ) ;
i f ( out == NULL)
re turn ;
f read (&w, s i z e o f (w) , 1 , in ) ;
p r i n t f ( ” Rate=%1d , b i t s=%d\n ” ,w. SampleRate , w. BitaPerSample ) ;
t = 0 .0 ;
do
{
i f (w. BitaPerSample == 8)
{
r e t = fread (& bi t8 , s i z e o f ( b i t 8 ) ,1 , in ) ;
i f ( r e t ==1)
{
f p r i n t f ( out , ”%e %d\n ” , t , b i t 8 ) ;
t += 1.0 / ( f l o a t )w. SampleRate ;
}
}
e l s e i f (w. BitaPerSample == 16)
{
r e t = fread (&bit16 , s i z e o f ( b i t16 ) ,1 , in ) ;
i f ( r e t ==1)
{
f p r i n t f ( out , ”%e %d\n ” , t , b i t16 ) ;
t += 1.0 / ( f l o a t )w. SampleRate ;
}
}
}
while ( r e t == 1);
f c l o s e ( in ) ;
f c l o s e ( out ) ;
}
i n t main( i n t argc , char ∗argv [ ] )
{
i f ( argc != 3)
{
p r i n t f ( ” l o s unos ” ) ;
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re turn (1) ;
}
WaveToASCII ( argv [1] , argv [ 2 ] ) ;
re turn (0) ;
}
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Dodatak B Programski kod za analiziranje zvucˇnog za-
pisa u programskom jeziku R
data = read . t a b l e ( ” podacim . t x t ” )
x = data$V1
y = data$V2
n = nrow( data )
#f u n k c i j a za c r t an j e , p r e t p o s t a v l j a da su u x i y spreml jene
#koordinate , a u nul nul tocke
n a c r t a j = func t ion (od , do , nul tocke = TRUE)
{
x1 = x[od : do]
y1 = y [od : do]
p lo t (x1 , y1 , type = ” l ” )
i f ( nul tocke == TRUE)
{
ab l ine (h = 0 , co l = ” green ”)
f o r ( i in 1: length ( nul ))
{
i f ( nul [ i ] >= x[od] & nul [ i ] <= x[do ])
ab l ine ( v = nul [ i ] , co l = ” red ”)
}
}
}
#f u n k c i j a koja c r t a v r i j e d n o s t i lambdi na pripadnim vremenima
crta j lambdu = func t ion ()
{
x1 = tp
y1 = lambdad
p lo t (x1 , y1 , type = ”p ”)
}
#crtamo pros j ek svak ih d tocaka
c r t a j f r e k v e n c i j u = func t ion ()
{
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x1 = t
y1 = f rek
p lo t (x1 , y1 , type = ”p ”)
}
# racunamo nul tocke
nul = vec to r ()
f o r ( i in 1:n)
{
i f ( y [ i ] == 0) #ako j e tocka nul tocka samo ju stavimo
nul = c ( nul , x [ i ] )
e l s e i f ( i <= n−1) #ako n i j e gledamo d a l i se izmedu
{ #nje i iduce mi jen ja predznak
i f ( y [ i ]∗ y [ i +1] < 0) #r a z l i c i t o g predznaka su
{ #i n i t i jedan n i j e 0
k = ( y [ i +1] − y [ i ] )/ ( x [ i+1]−x[ i ]) #l inearno
nul tocka = x[ i ] − y [ i ]/ k #smo s p o j i l i tocke
nul = c ( nul , nul tocka )
}
}
}
#u nul su spreml j en j e nul tocke
m = length ( nul )/2
lambda = vec to r ()
lambda = rep (0 , m−1)
#racunamo razmake izmedu sv ih n u l t o c k i
f o r ( i in 1 : (m−1))
{
i f ( i > 1)
{
lambda [ i ] = nul [( i−1)∗2+2]−nul [( i −1)∗2]
}
e l s e i f ( i == 1)
{
lambda [1] = nul [2]
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}
}
#racunamo pros j ek svak ih d
d = 10
lambdad = vec to r ()
lambdad = rep (0 , m/d−1)
t = vec to r ()
t = rep (0 , m/d−1)
i = 1
f o r ( j in 1 : ( (m/d)−1))
{
suma = 0
t [ j ] = nul [2∗ i ]
f o r ( i in ( ( ( j −1)∗d)+1):( j ∗d))
{
suma = suma + lambda [ i ]
}
lambdad[ j ] = suma/d
}
#racunamo f r e k v e n c i j u
md = length ( lambdad )
f r ek = rep (0 , md−1)
tp = t
t = rep (0 ,md−1)
f o r ( i in 1:md−1)
{
f r ek [ i ] = 1/lambdad[ i +1]
t [ i ] = tp [ i +1]
}
lambdad = lambdad∗338
crta j lambdu ()
c r t a j f r e k v e n c i j u ()
#racuna i c r t a pravac pomocu metode najmanjih kvadrata
rez = l s f i t ( t , f r ek )
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b = rez$coef [ ”X”]
e = rez$coef [ ” I n t e r c e p t ” ]
x1 = c (0 ,0)
y1 = c (0 ,0)
f o r ( i in 0:1)
{
x1[ i +1] = i
y1[ i +1] = e + b∗ i
}
po in t s (x1 , y1 , type = ” l ” )
#racuna i i s p i s u j e l i n e a r n i k o e f i c i j e n t k o r e l a c i j e
p r i n t ( cor ( f rek , t ) )
#racunamo k o e f i c i j e n t pravca i ods jecak na o r d i n a t i
#uz pripadne neodredenost i preko metode najmanjih kvadrata
n = length ( f r ek )
sxy = 0
sx = 0
sy = 0
sx2 = 0
sy2 = 0
x = t
y = f rek
f o r ( i in 1:n)
{
sxy = sxy + x[ i ]∗y [ i ]
sx = sx + x[ i ]
sy = sy + y [ i ]
sx2 = sx2 + x[ i ]ˆ2
sy2 = sy2 + y [ i ]ˆ2
}
a = (n∗ sxy − sx∗ sy )/(n∗ sx2 − sx ˆ2)
bb = ( sx2∗ sy − sx∗ sxy )/(n∗ sx2 − sx ˆ2)
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Ma = ((( n∗ sy2 − sy ˆ2)/(n∗ sx2 − sx ˆ2) − a ˆ2)/(n−2))ˆ(1/2)
Mb = Ma∗( sx2 /n)ˆ(1/2)
ca t ( ” k =”, a , ”+−”, Ma, ”\n ”)
ca t ( ” b =”, bb , ”+−”, Mb, ”\n ”)
#racuna i i s p i s u j e ubrzanje i zvo ra
g = 338∗a/2000
gmax = 338∗(a+Ma)/2000
gmin = 338∗(a−Ma)/2000
ca t ( ” a =”, g , ”+−”, gmax−g , ”\n ”)
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